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Aufgabe P1 Markovketten via Ubergansgraph.

Das folgende Ubertragungsdiagramm beschreibt die Wahrscheinlichkeit des Uberganges von
einem der Zusténde A, B, C nach A, B, C eines Automaten vom Zeitschritt ¢ — 1 zum Zeit-
schritt ¢ (siehe Abbildung). Der Systemzustand zur Zeit ¢ werde mit X; bezeichnet.

0,2

a) Man stelle die Ubergangsmatrix auf.

b) Zur Zeit ¢ = 0 befinde sich das System mit vorgegebener Wahrscheinlichkeit in den
Zustidnden A, B, C:

mo = (P(Xo = A) = 0,3;P(Xo = B) = 0,2; P(Xp = C') = 0,5).
Man Berechne

L] P(X1:B7X2:B7X3:C’X0:B),
L] ]P)(XlzB,XQZB,Xg:C),
e P(X; = B, Xy = B).

Losung: a) Ubergangsmatrix

PAA PAB DPAC
P=|pBa pBB pPBC| =
bcAa DPcB DPcc

P(X1 = B, X, = B,X3 = C|Xo = B) = pp - B - PBC = 0.016,

P(X, = B,Xo = B, X3 = C) S P(Xi=B,Xo=B,X;= C|Xo=2) P(Xo = Z)

Z€e{A,B,C}

= PAB - PBB *PBC *TA+ PBB - PBB *PBC " TB
+ pcB - pBB - PBC - T = 0.0152



P(X, = B, Xy = B) = P(X, = B|Xo = B) - P(X, = B)
=[P(Xy = B, X, = B|Xo = B) + P(Xo = B, X; = A|X, = B)] - P(X, = B)
= [

PBB - PBB + PBA - PaB] 5 = 0.048 = p}p - 7p

Aufgabe P2 MK aus fairem Miinzwurf.

Ein fairer Wiirfel wird wiederholt geworfen. Es sei X,, der Rest der Augensumme der ersten
n Wiirfe bei Division durch 4, wobei wir Xy = 0 setzen.

a) Zeigen Sie, dass X = (X, )nen, eine Markov-Kette ist und bestimmen Sie die zu-
gehorige Ubergangsmatrix.

b) Angenommen, man hat nach 7 Wiirfen eine durch 4 teilbare Augensumme erhalten.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit ergibt sich nach zwei weiteren Wiirfen eine Augen-
summe, die

(i) wieder durch 4 teilbar ist,
(ii) bei Division durch 4 den Rest 3 liefert,
(iii) nicht durch 4 teilbar ist?

Losung: a) Zuniichst bemerken wir, dass der Zustandsraum E = {0,1,2,3} ist. Man iiberzeugt

sich leicht (Rechenregeln Modulo), dass fiir alle n € Ny gilt X,,11 = X, + Rp1 — 4L%J (man
schreibt oft auch X,,11 = (X, + Rp41) mod 4), wenn R, den Rest der Augenzahl des n-ten Wurfes
bei Division durch 4 bezeichne. Dies impliziert, dass X eine Markovkette ist. Als Ubergangsmatrix
erhalten wir

1
P = (pij)ijer = 5

NN ==
[N )
o= NN
— NN

b) (i) Es ist P(Xg = 0| X7 = 0) = (P%)o = 55(1 +2+4+2) = §. (i) Es ist P(Xg = 3|X7 = 0) =
(P2)os = (1 +4+441) = 2. (ii) Bs ist mit (i) P(Xo # 0|X7 = 0) = 1 — P(Xy = 0| X7 =
0) =1— % = 3, wobei wir verwendet haben, dass P(-|B) fiir alle Ereignisse B mit P(B) > 0 ein
Wahrscheinlichkeitsmaf ist.

Aufgabe H1 Unvollstindiger Ubergangsgraph.

Gegeben sei der folgende Ubergangsgraph einer Markovkette X = (X)) nen, mit Zustands-
raum E = {1,2,3,4}.



P34

P14

N[ =

Dabei gelte p13 = p14 und p31 = %p3,4.

a) Bestimmen Sie die fehlenden Ubergangswahrscheinlichkeiten und geben Sie die Uber-
gangsmatrix P zu der Markov-Kette X an.

b) Berechnen Sie folgende Wahrscheinlichkeiten, wenn als Startverteilunga = (1 1 1 1)
vorgegeben ist:

() P(Xs=1,X, =2, X1 = 3| Xy =4)
(il) P(X3 =1, X =2, X; = 3)
(iii) P(Xo = 4| Xy = 1)
(iv) P(Xp =4, Xy = 1).

e 4 .
Losung: a) Wegen p1 3 = p1,4 und wegen ijl Py = i +2pms=1,gillt p13g=p1a= %. Analog
erhélt man 3ps 1 + % =1, also p31 = % und p3 4 = 2. [.5 Pkt] Damit lautet die Ubergangsmatrix

9

N

Lo LI o0

P: % 1 2 4 [5Pkt]
7 3 (1) 5
3 050
b) Es gilt

P(Xs=1,X,=2,X;1=3|Xp=4) = —lll—i [1pkt]
3=1, A2 =2, 41 = 0= fp4,3P3,2P2,1—2 3°2° 12 p

4
P(Xs=1X=2X =3)=» P(X;=1,X,=2X =3|X; =j)P(Xp = j)

j=1
= P1,3P3,2P2,1Q1 + P2,3P3,2P2,102 + P3.3P3 2P2,103 + P4,3P3,2P2,104
_1 311+111+0+111 _11 [15“}
T 4\8 3 2 2 3 2 2 3 2/ 192 0P
4 4
P(XQ = 4|X0 = 1) = ZP(X2 = 4, Xl = ]|Xo = 1) = Zpl’jpj’4
j=1 i=1
= P1,1P1,4 + P1,2P2,4 + P1,3P3,4 + P1,4P4,4
3 4 1
=0+0+>-—+0=—,  [L5pkt]
8 6
1 1 1
P(Xo=4,X0=1)=P(Xo =4[Xo =1)P(Xp =1) = 6 1" 21 [1pkt]



Aufgabe H2 MK via Ubergangsmatri.

Gegeben sei eine Markov-Kette X := (X,,)nen, mit Zustandsraum E = {1,2,3,4,5} und
Ubergangsmatrix

P = (pij)ijer =

O Owlim O
= O Wi O k=
O O Wi ==
Blwl-= O O O
ok O O O

a) Skizzieren Sie den Ubergangsgraphen zu X.
b) Beantworten Sie folgenden Fragen mit entsprechender Begriindung:

(i) Gilt 1 ~» 4,5~ 1 und 5 ~» 57
(i) Ist X irreduzibel?
(iii) Sind alle Zusténde aperiodisch?

Losung: a)

Wl

b) (i) Es gilt nicht 1 ~» 4, denn ist man einmal in einem der Zustéinde 1,2 oder 3, so ist die Wahr-
scheinlichkeit 0, wieder zu den Zustdnden 4 oder 5 zu gelangen. Es gilt aber 5 ~» 1 und 5 ~» 5, denn
pé‘? > 0 (d.h. die Wahrscheinlichkeit ist positiv, nach drei Schritten von Zustand 5 nach Zustand 1
zu gelangen) und pé? > 0 (d.h. die Wkeit ist positiv, nach zwei Schritten zuriick zu 5 zu gelangen).
(ii) X ist nicht irreduzibel, da z.B. nicht gilt 1 ~~ 4. (iii) Es sind alle Zustéinde aperiodisch, da fiir

alle i € {1, 3,4} gilt p,(il) > 0, fiir alle j € {2,5} gilt p(?’) > 0 und fiir alle i € F gilt p(»z) > 0.

i [

Aufgabe H3 MK aus Urnenmodell.

Eine Urne enthalte zum Zeitpunkt 0 eine weiBe und eine schwarze Kugel. Beim Ubergang
vom Zeitpunkt n zu Zeitpunkt n + 1, n € Ny, wird eine Kugel zufillig und gleichverteilt



ausgewéhlt, der Urne entnommen und mit einer weiteren Kugel der gezogenen Farbe zuriick-
gelegt. Es sei X, := (X, 1, Xy, 2), wobei X, 1 die Anzahl der weien und X, o die Anzahl
der schwarzen Kugeln in der Urne nach n Schritten bezeichnen. Dadurch erhélt man eine
Markov-Kette mit Zustandsraum E = N2.

a) Bestimmen Sie die zugehorigen (1-Schritt-)Ubergangswahrscheinlichkeiten.

b) Zeigen Sie, dass fiir alle n € Ny gilt

1
P(XnZ(k‘,TL—F?—k)):m fiir alle k € {1,...,n+ 1}.

L6sung: a) Aus der Aufgabenstellung ist unmittelbar ersichtlich, dass man von (i, j) € N? nur ent-
: ﬁ (0,5 P.)und
D) (i) = ZJTJ (0,5 P.) fiir alle (i,7) € N2, alle anderen Ubergangswahrscheinlichkeiten sind
0.(0,5 P.)

b) Wir zeigen dies mittels vollsténdiger Induktion iiber n € Ny. Fiir n = 0 kann nur £ = 1 sein und
es ist P(Xp = (1,1)) = 1.(0,5 P.) Betrachte nun n — n + 1. Ist ¥ = n + 2, so haben wir (wir gehen
n 4+ 1-mal nach rechts) P(X,+1 = (n+2,1)) = H?:ll = 1.2 i Zi; = H%FQ; analog geht
man fiir £ = 1 vor.(1,5 P.) Sei nun k € {2,...,n+ 1}. Dann ist nach Induktionsvoraussetzung und
wegen der Markov-Eigenschaft

weder zu (i + 1,7) oder zu (i,5 + 1) gelangen kann.(0,5 P.) Also p(; j)i+1,5) =

P(Xpy1=(k,n+3—-k)=PX,=((k,n+2—-k)) P(Xps1=(,n+3—-k)|X,=(k,n+2—-k))
+PX,=k-1,n+2—-(k-1) PXpy1=F,n+3-k)|X,=k—-1,n+3-%k)) (1P.)
1 n+2-—k 1 k=1 n+2-k+k-1 1
n+1  n+2 +n+1.n+2: (n+1)(n+2) T nt2

(1 P.).

Aufgabe B1 Stetige Verteilungen.

Gegeben sei die Funktion

ar?® fir0<z <2,
fx(x):{

0 sonst.
Fiir ein geeignetes a > 0 sei dies die Dichte einer Zufallsvariablen X.
(a) Man bestimme a so, dass fx(z) eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist.

(b) Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion Fx (z).
(c) Zeigen Sie E[X] = 3 und Var(X) = 2.

Loésung:

a) Es muss gelten ffooo fx(z)dz = af02 r2dz = 1, was genau dann der Fall ist, wenn a = 3/8.
[2 Punkte]

b) Fx :R — R ist gegeben durch

- 0, falls x < 0,
Fx(o)= [ fe(dt={ 5, Rilswe (0,2, [2Punkte
0
1, falls x > 2.



c) Esist

IE[X]:/:X) zfx (z)dx = :;,
E[XQ]:/_OO 2 fx (z)de = .. :15—2,
Var[X] = E[X?] - E[X]? = 2%. [2 Punkte]

Aufgabe B2 Normalapproximation.

Ein idealer Wiirfel wird 18.000-mal geworfen. Die Zufallsvariable X gebe die Anzahl der
geworfenen Sechsen an.

(a) Berechnen Sie unter Verwendung der Normalapproximation P(2900 < X < 3050).

(b) Berechnen Sie unter Verwendung der Normalapproximation ein A € R so, dass
P(3000 — A < X < 3000+ A) = 0,99 gilt.

Hinweis: Fiir die Verteilungsfunktion ®(z) der Standardnormalverteilung gilt ®(1) ~ 0.8413,
®(2) ~ 0.9772 und eine bestimmte Symmetrieeigenschaft, mit deren Hilfe die Werte an ne-
gativen Stellen ausgerechnet werden kénnen. Es gilt ®(2.576) ~ 0.995.

Losung:
Normalapproximation mit n = 18000, x := E[X]/18.000 = 1/6, 02 := Var(X)/18.000 = 1/6—1/36 =
1/6-(1—1/6) =5/36, c = \/5/6.

(a) n-p = 3000, /7 =+/20-900 =2-30-v/5, /n-0 =2-5-5=50. Mit Z := (X —npu)/(\/n-0o) ist
P(2000 < X < 3050) = P((2900 — 3000)/50 < (X — nu)/(vn - o) < P((3050 — 3000)/50)
—P(—2<Z<1)=d(1) - B(—2) ~ 0.8413 — (1 — 0.9772) = 0.8185. |3 Punkte]

(b) P(~A/50 < Z < A/50) = B(A/50) — B(—A/50) = 2B(A/50) — 1. Nun konnen wir A/50 so
bestimmen, dass ®(A/50) = 0.995 gilt und daraus durch Multiplikation mit 50 das gesuchte A
gewinnen: A/50 = ®71(0.995) = zg95 &~ 2.576. Also A = 50 -2.576 = 128.8. [3 Punkte]

Abgabe der Hausiibungen: Mittwoch, 22. Januar, 16:00 Uhr

Viel Erfolg! :)



